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Este trabajo explora la naturaleza intertemporal del arbitraje y su conexion con los procesos de Markov.
Suponemos que una economia esta en uno de los conjuntos fijos £2 de posibles estados en cada fecha. Su-
poniendo que los precios v dividendos se describen comeo funciones del estado de la economia en cada fecha
¥ que estan libres intertemporalmente de arbilraje, construimos el proceso de Markov correspondiente bajo
el cual el valor de mercado vigente de cualquier accion es el valor esperado de sus dividendos futuros, dado

el estado actual del proceso Markoy. Analizamos un ejemplo de equilibrio usando analisis de transformaciones
z.
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1. Introduccion

Este trabajo mejora la teoria de Harrison-Kreps sobre las economias espacio-
estado. En principio, Harrison y Kreps (1979) demostraron que la ausencia de ar-
bitraje intertemporal implicaba la existencia de un numerario y una eleccion de creen-
cias de probabilidad (llamada medida de martingala) bajo la cual el precio de cual-
quier accion en cualquier momento podia considerarse como su pago futuro esperado
condicionado. En un marco de espacio-estado, es decir, en una economia en donde
los precios y dividendos de las acciones en cada momento son funcion de un proceso
de estados de Markov X, la sustitucion de la medida de martingala de Harrison-
Kreps puede destruir la propiedad Markov de X. En realidad, si los mercados sen
incompletos y el problema no es trivial, existe una coleccidon infinita de medidas de
martingala, muchas de las cuales destruyen la propiedad de Markov. Sin embargo,
en este trabajo demostraremos que siempre hay cuando menos una medida martin-
gala que preserva la propiedad de Markov. También demostraremos que es posible,
y analiticamente mas conveniente, evitar el cambio de numerario intertemporal de
Harrison y Kreps, convirtiendo X en un proceso sub-Markov cuyas probabilidades
terminales consideran el descuento temporal,

Ross (1973) * ha sugerido un teorema de representacion fundamental para mer-
cados libres de arbitraje. La formulacion basica puede resumirse en el marco estandar
de un periodo (o sea, dos fechas) usando la notacion siguiente. Sea

* Traduccion de Enriqueta Aragonés.

' Duffie pertenece a lu Graduate School of Business, Stanford University, Stanford, CA., 94305. Garman
pertenece al Department of Business Administration, University of California, Berkeley, CA. 94720. Parte de
esta investigacion se llevo 4 cabo mientras Duffie visitd el Mathematical Sciences Research Institute, Berkeley,
California, auspiciado bajo una beca del NSF SES-851335 y SES-8420114. Queremos agradecer las valiosas
conversaciones sostenidas con W. Shafer.

? Parece que Ross ha sido el primero en reconocer que Ja nocion de hiperplano-separador es un aspecto
esencial para la caracterizacion de no arbitraje; véase también el trabajo precursor de Beja (1967) y (1971). Ross
(1978) ofrece una exposicion mucho mas desarroilada de las ideas basicas.
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p;, = el precio en el periodo cero de la accionj, j = 1, 2,....J y
ay; = p,; + d; = al pago de la accion j en el periodo 1 si el estado prevaleciente es
s, s = 1,2,...8, donde p, y d, son los precios y dividendos condicionados, respec-
tivamente, en el periodo 1,

Una version de la condicion de no arbitraje es:

No Arbitraje, Un Periodo. No existe ninguna cartera x; tal que

Yxp; < 0

b

(NA-1P) foa_,.,- = para todos los estados s = 1, 2,..., S
j

donde x; no esta restringida.
El resultado de representacion de Ross establece que existe un conjunto no ne-
gativo de niimeros {k,}, independiente de j tal que

(R-1P) B o= Y. kay

si y sOlo si (NA-1P) se cumple. Esencialmente, esta conclusion racionaliza la exis-
tencia de una estructura de precios explicita (tipo Arrow-Debreu ?) {k,} incluso
cuando los mercados son incompletos, es decir, cuando la matriz [a,] es de un rango
menor a S. (Esta claro que si [a,] es de rango S, las cantidades {k,} estan determinadas
Unicamente por precios y pagos {exogenos); en cualquier otro caso éstas no son
unicas).

Rubinstein (1976) y otros * han utilizado, subsecuentemente, una version de flujo
de dividendos del paradigma de no arbitraje. En este enfoque se supone un namero
infinito de periodos, y el estado en el periodo 7 se representa por s(f). En esta notacion
esta implicito que el conjunto de posibles estados es uniforme para cada periodo;
con una ligera pérdida de generalidad * esto siempre es posible simplemente inclu-
yendo el tiempo en la definicion de «estado». En este contexto, la condicion de no
arbitraje es la siguiente:

No Arbitraje, Flujo de Dividendos. No existe ninguna cartera x; tal que

* Silos mercados de activos son completos, la estructura de precios implicita serd idéntica a los precios Arrow-
Debreu para los correspondientes titulos contingentes a cada estado; si los mercados son incompletos, entonces
los precios también incluiran un cierto multiplicador de Lagrange que refleja los costos de oportunidad asociados
con la incapacidad de asegurar distintos patrones de pagos.

* Véase, por ejemplo, Cox y Ross (1976).

* Se pueden construir ejemplos en los cuales la dimension del espacio de estados se expande «muy rapida-
mente» a medida que ¢l tiempo pasa; en estos ejemplos podria no ser posible establecer un «super-conjunto» de
estados que se aplique relativamente bien a cada fecha individual.
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’ ijpf <0
j

y
(NA-DS) Zx,d,-(,},- > 0 para todos los estados s(7) en todos los periodos ¢ = 1, 2...
i

con x; no restringida y donde d,,, es el dividendo condicionado al estado del activo
jen el periodo 1.

El correspondiente teorema de representacion parece © estar dado por

(R-DS) P = 0.0 Kuwdiy ki no-negativo

t=1s{1)

en donde las cantidades k., son andlogas a la «estructura temporal» de los precios
implicitos (Arrow-Debren). (Sin embargo, estas cantidades no necesariamente ticnen
todas las propiedades que debe poseer una «estructura temporal», como demostra-
remos mas adelante, véase el ejemplo 1.)

Una critica al teorema de representacion mencionado antes es que no considera
las posibilidades de arbitraje asociadas a los mercados de futuros. En consecuencia,
Garman (1977) y otros 7 han reformulado el problema de arbitraje como

No Arbitraje, Mercados de Futuros. No existe ninguna cartera x, y un periodo
futuro  tal que

ZX,P, < 0,

J

Ex}d_,(,,,- = 0 para todos los estados s(t} y periodos 1 = 1,2.., 7
j

y
(NA-FM) ij {Puni + dynt = 0, para todos los estados s(1).
i

[Observe que una solucion a (NA-FM), si existe, dependera, en general, de la fecha
futura z.]. Asi, el teorema de representacion correspondiente es

¢ Desafortunadamente el lema de Farkas no se cumple en general por un conjunto infinito de restricciones.
Asi, en la parte técnica, el teorema de representacion de Rubinstein no es una condicion suficiente para establecer
¢l resultado dado. Sin embargo, este hecho tiene pocas implicaciones practicas, ya que los contracjemplos al
teorema parccen estar limitados a un conjunto de casos «en el filo de la navaja». Con fines pricticos, podriamos

aceptar el resultado de representacion como el resultado de una definicién mas profunda de «arbitraje», tal como
lo ha hecho Kreps (1981).

" Garman y Ohlison (1980).
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)
(R-FM) p, = O Ykunbay + Dk Py + dun para v = 1, 2,..
1=1 s{1) s(1)

en donde las cantidades {k,,} son no-negativas.

A pesar de que inicialmente estos dos teoremas de representacion parecen ser
verdaderamente intertemporales, no lo son ya que ninguno considera la ausencia de
arbitraje como un aspecto continuo de la economia. En otras palabras, la condicion
de no arbitraje debe aplicarse a todas las elecciones de periodos y estados presentes
asi como a periodos v estados futuros. Este hecho tiene implicaciones adicionales y
es nuestro proposito desarrollarlas en este trabajo.

El resto del trabajo se organiza de la siguiente manera. En la seccion 2 describimos
la economia y definimos la ausencia de arbitraje intertemporal. Dejando de lado el
arbitraje intertemporal, construimos una familia de matrices que satisfacen la pro-
piedad de evolucion (o Chapman-Kolmogorov) que juega el papel de precios de
estado implicitos entre los periodos. En la secciéon 3 construimos un proceso de Mar-
kov cuyos operadores de transicion son las matrices de precios de estado implicitos
de la seccion 2. Bajo este proceso de Markov el valor de mercado vigente de cualquier
activo es el valor esperado condicionado de sus dividendos futuros, dado el valor
presente del proceso de Markov. En la seccion 4 aplicamos la teoria de transfor-
maciones-z para obtener soluciones analiticas para los precios de los activos en el
caso de tiempo homogeéneo. La seccion 5 extiende el analisis al caso de horizonte
infinito. La seccion 6 presenta un ejemplo completo de equilibrio parecido al pre-
sentado por Lucas (1978). La extension a un espacio de estados mds general se hace
en la seccion 7, mientras que en la seccion § se presentan algunas conclusiones.

2. Arbitraje intertemporal en economias finitas

En esta seccion establecemos ¢l problema de arbitraje inlertemporal apropiado
y derivamos los resultados de representacion correspondientes para economias fi-
nitas. Entendemos que una economia finita posee un numero finito de activos, un
namero finito de periodos discretos para los cuales puede llevarse a cabo actividad
econdmica y un numero finito de estados posibles en cada periodo. Como antes,
hacemos el supuesto simplificador de que el conjunto de estados posibles es uniforme,
esto es, que el espacio de estados es ¢l mismo en cada periodo. En economias finitas
no hay pérdida de generalidad al hacer este supuesto *. La notacién que usaremos
en esla seccion es la siguiente:

t, T = 0,1,...,T = indice para las fechas, donde T < .

2 = {1.2,....5} = El conjunto (estacionario) de posibles estados en cada fecha;
suponemos que S es finito. (Es decir, cada estado diferente en cada fecha se
distingue individualmente.)

" Si existe un conjunto diferente de estados en cada periodo, simplemente formamos la unidn de estos con-
juntos, ¢l cual también debe ser finito,
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P, = [p,], = La matriz de precios condicionados en ¢l periodo #; esto es, la
entrada en la fila s y la columna j representa el precio del activo j en el estado
s € Qen el periodo 1.

D, = [d,], = La matriz de dividendos condicionada en el periodo ; nuevamente
las filas corresponden a los estados y las columnas a los activos.

x = [x] = un vector columna que representa la posicion de cartera, en donde
el elemento j representa la cantidad de activo j mantenida en la cartera.

K. = Es una matriz de precios implicitos entre los periodos ¢t y 7 = (, en donde
las filas de la matriz representan los estados en el periodo ¢ y las columnas
representan los estados en el periodo 7. Debido al supuesto de uniformidad de
£, la matriz K, es cuadrada con § filas y columnas.

La version intertemporal de la condicion de no arbitraje, utilizando la notacion
de vectores y matrices mencionada antes, es la siguiente

DEFINICION 1 (No-Arbitraje intertemporal): Dada una economia finita, si para
cada periodo (presente) ¢ y periodos (futuros) T > ¢, no existe ningin vector de
carteras tal que

Px <0
Y

D.wlx ; {),

Dr 1X 2 05
(NA-IT) {P. + Dix 2 0,

entonces la economia esta intertemporalmente libre de arbitraje.

(La convencion para desigualdades de matrices es: «> O» significa estrictamente
positiva, o sea, todos y cada uno de los elementos de la matriz o vector mencionados
antes son positivos; «> O» significa positivo, lo cual quiere decir que algunos ele-
mentos podrian ser cero, pero al menos uno es positivo; y « = O» significa no negativa,
o que todos los clementos son no negativos.)

Del lema de Farkas se concluye inmediatamente que existen matrices cuadradas
no negativas K, tales que el resultado de representacion

B

P, = Y KD, + KP, (1

me= L4 1

se cumple para cualquier eleccion particular de t 2= ¢ Sin embargo, ahora iremos
mas lejos considerando todos los 7 > ¢ simultineamente y postulando la existencia
de un conjunte de matrices de precios implicitos {,K}, el cual posee ademas la pro-
piedad de «evolucion», mediante una definicion alternativa:

DEFINICION 2 (Ley del precio Gnico e intertemporal): Si existe un conjunto de
matrices de precios implicitos no negativas { K} para las cuales

T

(R-IT) P= 3
m=1+1

i Km Dm + JA’ZPL'

* Véase el apendice pura una version ligeramente mas fuerte de no-arbitraje intertemporal,
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y, ademas, las matrices K, poseen la propiedad de evolucion tal que
K= K K paratodot <v <,
entonces la economia satisface la ley intertemporal del precio dmico.

Ahora presentamos nuestro resultado central de economias finitas:

TEOREMA 1 (Sistemas evolutivos no negativos): Una economia finita esta libre
de arbitraje intertemporalmente st y solo si satisface la ley intertemporal del precio
Gnico.

Prueba de que la definicion 1 implica la definicion 2. Esto se obtiene directamente
del hecho que (R-FM) implica (NA-FM) para todas las elecciones de periodos apli-
cando el lema de Farkas a cada combinacion individual de periodos.

Prueba de que la definicion 2 implica la definicion 1. Esta prueba se puede desa-
rrollar mejor mediante el siguiente lema, el cual tiene intuicidon por si mismo:

LEMA 1 (Arbitraje local): Si es posible hacer arbitraje entre los periodos previos
y posteriores a un periodo intermedio de intercambio, entonces el arbitraje es posible
entre uno de estos periodos y la fecha intermedia de intercambio.

Prueba del lema. Supongamos lo contrario: el arbitraje es imposible en los perio-
dos sucesivos que comprenden un periodo largo, pero el arbitraje es posible en el
periodo largo. Sea v < v < w los periodos inicial, intermedio y final, respectivamente,
de intercambio. Debido a la ausencia de arbitraje, se sigue que (1) se utiliza para
cada subperiodo individualmente. Por lo tanto tenemos

¥

P, = Y KD, + KP, @)
m=u~+ 1
Y
P, = Y KD, + KP, 3)
m=v+1

Sustituyendo (3) en (2) tenemos

P” = i uKmDm ey i quvaDm + quKwa (4)
m=u+1 m=v+|

Suponemos que K, = K.,K,, m = v + 1,..,w. Es evidente que estas matrices
son no negativas ya que son el resultado del producto de matrices no negativas.
Utilizando esta definicion es claro que (4) es un teorema de representacion de la
forma (R-1T) entre los periodos u y w. En consecuencia, aplicando el teorema de
Farkas a la inversa, no puede haber arbitraje entre los periodos u y w, contradiciendo
nuestro supuesto original. Esto concluye la prueba del lema.

Volvamos a la parte final de la prueba de nuestro teorema original: no arbitraje
intertemporal implica la ley intertemporal del precio Gnico. Aqui sélo necesitamos
resaltar la naturaleza constructiva de la prueba del lema de arbitraje local. Es decir,
supongamos que el arbitraje estd prohibido entre todos los periodos adyacentes;
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entonces todas las matrices de precios implicitos, (K|, K,..., K existen y son no
negativas. Por lo tanto podemos construir todas las matrices de precios implicitos
de dos periodos: (K, = (K, K,, |K; = K,,K;. etc. Estas matrices son no negativas y
se ha demostrado que evitan el arbitraje. Por lo tanto podriamos construir matrices
de tres periodos, etc.; la ley asociativa de producto de matrices asegura la unicidad
de la construccion, dada la matriz de un periodo. Por definicion, un conjunto de
matrices (mas generalmente, operadores) { K.} tal que K, = ,K,.K, para todo
u € v < w(y que incluye K, = I, la matriz identidad) se le denomina sistema
evolutivo.

Esto termina la prueba del Teorema 1. W

Por el momento dos corolarios son inmediatos.

COROLARIO 1. (Arbitraje miope). Definamos dos fechas de intercambio como
wadyacentes» si no hay otra fecha de intercambio entre ellas, Por induccion finita,
podriamos aplicar el lema | para demostrar que si es posible hacer arbitraje sobre
un nimero de periodos de intercambio, es posible hacer arbitraje entre, al menos,
dos fechas de intercambio adyacentes; por el contrario, si el arbitraje ha sido eli-
minado entre todos los periodos adyacentes, entonces ha sido eliminado por com-
pleto. De esta forma, para saber si hay arbitraje solo necesitamos mirar el siguiente
periodo de intercambio para asegurar los beneficios del arbitraje, en caso de que
los haya.

A pesar de su simpleza, este corolario representa la esencia del Lema del Arbitraje
Local: en una economia finita, una restriccion repetida de no arbitraje «miope» ase-
gura una restriccion global de no arbitraje. Como un comentario relacionado, nos
podemos dar cuenta que la estrategia de cartera «x» contemplada en (NA-IT) es fija,
lo cual, representa una estrategia de «compra y guarda». ;Tiene algun sentido in-
vestigar las estrategias de cartera dinamicas (es decir, contingentes) como posibles
oportunidades de enriquecerse mediante el arbitraje? La respuesta es negativa:

COROLARIO 2. (Arbitraje de compra y guarda). Ya que el no arbitraje local
implica no arbitraje global y debido a que todas las estrategias son necesariamente
«ompra y guarda» entre periodos de intercambio adyacentes, las estrategias de
arbitraje «dinamicas» no agregan nuevas posibilidades de arbitraje en una eco-
nomia finita.

Ahora distinguiremos una clase especializada de economias finitas:

DEFINICION 3. (Economias estacionarias). Si una economia finita intertemporal
libre de arbitraje posee un sistema evolutivo de precios implitico {,K,} con K, = ,K',,
siempre y cuando ( — 1) = (' — 7') < 0 (es decir, los precios implicitos son una
funcion sélo del tiempo entre los periodos), entonces la economia se llama esta-
clonarid.

Es decir, la matriz de precios implicitos para una economia estacionaria solo
depende del periodo de tiempo que pasa entre la fecha en que ocurre el pago y la
fecha en que ha sido valorado. De esta forma tenemos el siguiente corolario adicional:

COROLARIO 3. (Propiedad de semigrupo). En una economia finita, estacionaria,
intertemporalmente libre de arbitraje, las matrices de precios implicitos {,K,} del teo-
rema 1 forman un semigrupo de operadores.

Esto se sigue de la definicion de semigrupo, un sistema evolutivo bajo condiciones
de estacionariedad. (El semigrupo no es necesariamente un grupo, ya que las matrices
de precios implicitos no necesitan poseer inversa). El supuesto de estacionariedad
permite numerosas simplificaciones, las cuales se utilizan por completo mas
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adelante ', Por ejemplo, ¢s claro que un semigrupo esta especificado por completo
mediante la estructura de precios implicitos entre los periodos adyacentes, es decir,
K,., = K (en ocasiones se dice que K genera el semigrupo), y que K, = K" .

Concluimos esta seccion con algunos comentarios aclaradores e ilustramos éstos
con un ejemplo. En primer lugar se debe observar que, hablando en términos ge-
nerales, las matrices de precios implicitos desempenan, para economias con incerti-
dumbre, el mismo papel que desempenian las tasas de descuento en economias con
certidumbre. En economias con incertidumbre, la propiedad de evolucion es bien
conocida bajo el nombre de propiedad de «estructura temporal». Por ejemplo, es
ampliamente reconocido que una tasa de descuento de cinco periodos debe ser et
producto de tasas de descuento sucesivas de dos y tres periodos con el fin de evitar
el arbitraje. En esta seccion solo hemos puesto las matrices de precios implicitos de
economias finitas con incertidumbre sobre un mismo fundamento: una matriz de
precios implicitos de cinco periodos se obtiene del producto de matrices de dos y tres
periodos. Debe sefalarse, a continuacion, que nuestra discusion sobre matrices de
precios implicitos solo involucra existencia, y no unicidad. Debida a que los mercados
podrian ser «incompletos», como se discutio en la seccion anterior, los sistemas evo-
futivos correspondientes a las matrices de precios implicitos podrian no ser unicos;
multiples sistemas evolutivos podrian resolver (R-1T) cuando no hay arbitraje, en el
sentido de (NA-IT). Finalmente, debe sefialarse que en un mercado de activos in-
completo, también podria haber soluciones no negativas a (R-IT), lo cual no cons-
tituyc un sistema evolutivo. Si esto es asi, sin embargo, el arbitraje se ha evitado y
por lo tanto también debe existir un sistema evolutivo que resuelve (R-IT). Estos
aspectos se ilustran con el primer ejemplo.

Ejemplo 1. Suponga que hay tres periodos, 0, 1, 2, con dos estados en cada pe-
riodo. Ademas, suponga que solo existe una accion, y que su precio condicionado y
la matriz de dividendos estan dadas (exdgenamente):

_r300] , _ [250] , _ [200
Py = [240" Fi = [210]’ e - [200]

200 o
By = [90 ] i > [100]

Se puede verificar rapidamente que el conjunto de matrices de precios implicitos
~[.20 .70 —|.80 .30 _ | .31 45
wlhy = [.49 .20]’ Wi = [.60 .30J oy, = [.n .40]
resuelve las tres ecuaciones representativas P, = J,.D, + J,\P,, P, = J,D, + J.D, +
+ P,y P, = J,D, + J,P,. Sin embargo, también es claro que {,J,, \/,, o/} no

puede constituir un sistema evolutivo, ya que J, # o/,,J;. Sin embargo, la existencia
de estas matrices de precios implicitos y el hecho de que sean positivas asegura la

" Véase Garman (1985) para una discusion de las implicaciones y conjeturas concernientes a la determinacion
de precios en semigrupos en iempo continuo.
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ausencia de oportunidades de arbitraje. También se garantiza, en consecuencia, por
el teorema 1 que al menos una de las estructuras implicitos de precios que tiene la
propiedad evolutiva existe, por ejemplo

_ [40 40 .50 .50 32 .40
ok = [.20 .50]’ K [.30 .50]‘ ok [.25 .351

Se puede demostrar que estas matrices solucionan las ecuaciones representativas
y que poseen la propiedad de sistema evolutivo.

3. Valoracion Markov de los activos

En esta seccion caracterizaremos el precio libre de arbitraje de un activo como
el valor esperado condicionado de sus pagos futuros dado el valor presente de un
proceso de Markov. Esto ofrece un fundamento para los procedimientos de test
estadistico que se basan en supuestos de distribucion markoviana, y para resultados
teoricos como la caracterizacion de tasas de interés de largo plazo hecha por Dybvig,
Ingersoll y Ross (1985). Como en las secciones anteriores, suponemos una economia
finita para mas tarde generalizar los resultados.

En primer lugar revisamos brevemente la caracterizacion de los procesos de Mar-
kov X = {X,, X|,..., Xy} con espacio de estados €2 = {l, 2, ...,S} en términos de su
operador de transicion {1}, donde, para periodos ¢t y v > 1, J1, es una maltriz
positiva S x S para la cual las filas suman 1. El elemento (/, /) de [1. ¢s la proba-
bilidad de que X, = j dado que X, = i. Para que X sea Markov, las matrices deben
satisfacer la ecuacion de Kolmogorov-Chapman

Al = JIT, (3

para cualquier 1 < s < 7. Si fes cualquier funcion en €2, es decir el pago de la accioén
en el periodo r, podemos igualmente tratar a f como un vector en R* y obtener la
relacion

E[R%) X = 4 = 4L

o en forma vectorial

E[fixX)|X] = JIIf (6)

Ahora suponemos, como en la seccion anterior, que D, D,,..., Dy y Py, P,....P,
son matrices § x J que representan los precios y dividendos de JJ acciones dadas en
cada periodo ¢+ = 0, 1, 2,....T. Sea p,(s) el elemento (s, j) de P, o el precio de la
accion j en el periodo ¢ en el estado s, y de la misma forma d,(s).

DEFINICION 4 (Condicion de crecimiento de activos). La secuencia de precios y
dividendos {P,, D,} satisface la condicion de crecimiento de activos si, para cada pe-
riodo ¢ y cada accion j
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maxip,(s)l < maxip,.(s) + dp.i(s)| (N

Esto es, la condicion de crecimiento de los activos significa que independiente-
mente de lo que se obticne en el estado actual, no se necesita invertir para mds en
cualquier accion que lo que uno podria recibir de ella en el siguiente periodo. Ahora
presentaremos dos definiciones mas, con el fin de mostrar la relacion existente entre
la condicion de crecimiento de los activos y la no negatividad de las tasas de interés,

DEFINICION 5. (Activos sin riesgo). Si para cada periodo ¢ y cada estado s existe
una cartera para la cual el pago del siguiente periodoes 1 = (1, 1,....1) € R, entonces
decimos que en la economia reside un activo sin riesgo.

DEFINICION 6. (Impaciencia). Si las matrices de precios implicitos {,K,} de una
economia pueden elegirse de tal forma que

1 = K, para todo 1t y 7 = ¢ (8)

entonces decimos que la economia exhibe impaciencia.

LEMA 2 (No Negatividad de las Tasas de Interés). Si una economia libre de
arbitraje intertemporalmente exhibe impaciencia, entonces satisface la condicion de
crecimiento. Si en una economia libre de arbitraje intertemporalmente reside un ac-
tivo sin riesgo y satisface la condicidén de crecimiento, entonces exhibe impaciencia,

Prueba. En primer lugar demostramos que (8) implica (7): de la ausencia de ar-
bitraje intertemporal tenemos nimeros no negativos tales que K., = [k(s, 5] tal

que
pids) = O k(s ) 1P (8) + dy (s

para todo j y s. En consecuencia,

1Y, ks, §) Puails) + e (SN
S g )+ du (SRS, )
max|{p, (s) + do (SN, kils, )

< qu|{Pjr+l(S’) e d}f+1(3’)}|

2(3)!

N

Como la desigualdad se cumple para toda s, (8) implica (7).
Ahora supongamos que la condicién de crecimiento (7) se cumple y que en la
economia reside un activo sin riesgo. Debido a (7)

max O(s) < 1

~

donde el lado derecho es el pago del activo sin riesgo y el lado izquierdo es el precio
del activo sin riesgo. En términos vectoriales esto implica que
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6 < 1,

ya que la desigualdad se debe cumplir para todos los estados 5. Debido a la ausencia
de arbitraje intertemporal, tenemos precios implicitos {, K, ! tales que

5.' = .'KH-I ]-

Combinando estas dos ultimas ecuaciones demostramos (8). W

Ya que [1/(,K.1),] — 1 es la tasa de interés implicitos para los activos sin riesgo
que se compraron en ¢l periodo f con estado s, la segunda parte del lema se puede
interpretar asi: impaciencia implica tasas de interés no negativas siempre y cuando
dichas tasas estén bien definidas mediante la presencia de activos sin riesgo. Sin
embargo, la impaciencia es una propiedad en cierto sentido fuerte, en la medida que
provee una condicion de «contraccién» sobre los precios implicitos incluso cuando
no hay activos sin riesgo.

Las matrices {,K,} no negativas que satisfacen la propiedad evolutiva (conocida
en teoria de la probabilidad como condicion de Chapman-Kolmogorov) asi como la
relacion (8) se conocen como operadores de transicion sub-Markovianos. Estos ope-
radores pueden representar la probabilidad de transicion de un proceso de Markov
X el cual también puede «terminar» con probabilidad diferente de cero. Es conve-
niente asociar un nuevo «cementerio» de estados T al espacio de estados original Q
y suponer que dicho proceso de Markov es «capturado» por el cementerio de estados
cuando se acaba. Es decir, sca Q' = Q \J ty, paracada t y t = ¢, sea

1 0
th = I: lirKr] .,KT J (9)

Entonces, podemos extender sin problema la definiciéon de {P, D} a Q de tal
forma que p;, (1) = d, (1) = 0 para todo j y ¢, para establecer el siguicnte teorema
de representacion sobre la valoracion de activos libres de arbitraje intertemporal.

TEOREMA 2. (Valoracion Markov). Supongamos que una economia libre de
arbitraje intertemporal exhibe impaciencia. Entonces existe un proceso de Markov
X = (X,, X,,...Xy) (con espacio de estados ¥) tal que, para cualquier accion j y
periodos ¢, T = 0,

PAX) = E[ ) d.X,) + pdX)IX] (10)

m=_t+ 1

Prueba. Por ¢l teorema | y el lema 2 existen maltrices de precios implicitos no
negativas { K} que satisfacen (R-IT), la ecuacion (5) de Chapman-Kolmogory, asi
como la propiedad de sub Markov (8). Al incorporar el cementario de estados + de
la discusion anterior, usando (8) podemos extender {,K,} a las correspondientes ma-
trices de transicion de Markov { 1.} para algiin proceso de Markov X. De esta forma
(10) se obtiene de (R-IT) y (6).1W

Obviamente la formula de determinacion de precios de Markov (10) también
s¢ cumple sin incorporar un cementerio de estados si se considera a X como un
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subproceso de Markov. En este caso, el descuento temporal estd implicito en la pro-
babilidad de que X no sobreviva.

Ejemplo 2. Ahora extendemos el ejemplo 1 para construir un proceso de valo-
racion de Markov. Recordemos que la estructura de precios implicitos con la pro-
piedad evolutiva estaba dada por

.40 40 _ [50 50 _ [32 40
ok, = [.20 .sol' K = [.30 .501’ oKy = [.25 .35]

L.os operadores de transicion de Markov correspondientes son

1.00 .00 .00 1.00 .00 .00 1.00 .00 .00
oy = .20 .40 40 |, JIL = 00 .50 .50 |, ofL = 28 .32 40
300200 .50 200 .30 .50 40 25 35

se puede verificar facilmente que f1,, /1, = ,I1,. Las tasas de interés se determinan
examinando los elementos fuera de la diagonal de la primera columna de las matrices
IT. los cuales se denominan «tasas aniquiladoras» del proceso de Markov. De esta
forma. la tasa de interés en el estado y el periodo esta directamente relacionada a la
correspondicnte tasa aniquiladora; por ejemplo, la tasa de interés entre el estado y
en el periodo 0 y el periodo 2 es la tasa aniquiladora dividida, la diferencia entre la
misma tasa y 1.00 sobre los dos periodos, es decir, .28/(1 — .28) = .389.

Podria senalarse que la formula de valoracion de Markov (10) es menos general
que el modelo de valoracion de medida martingala de Harrison y Kreps (1979), sin
embargo presenta una estructura de determinacion de precios mas especifica. En
nuestro contexto, la existencia de una medida de martingala del tipo Harrison-Kreps
implica. para periodos 1y 7 2 1 y alguna accion j, que existe un operador de ex-
pectativas £* tal que

P, = E[)Y D, + PJF] (1

me 1

donde F, es el conjunto de informacién (o-algebra de la informacion) en el periodo
f. No hay nada en (11) que sugiera la existencia de un proceso de Markov que
satisfaga (10). Es mas, incluso si P,( ) y d,( ) son funciones de un proceso de Markov
Y = (Y, Y, ¥, ¥, dado exOgenamente, en general no se dara el caso que Y pueda
retener la propiedad de Markov al cambiar a una medida martingala inherente a
{(It). Por ejemplo, si ¥ es un proceso con tres estados con T = 4 y dos acciones,
una con riesgo y otra un numerario sin riesgo. Exceptuando el arbitraje, podemos
construir una medida martingala tal que (11) se cumpla, pero con la propiedad de
que las probabilidades de transicion en el periodo 3 para Y, dependen de Y,, con-
tradicicndo la propiedad de Markov. Es evidente que también podemos construir
probabilidades de transicion de Markov dada una determinacién de precios neutral
al riesgo; cste es el aspecto importante del teorema 2. También debe sefialarse que,
por el lcorema 2, no necesitamos suponer la existencia de un numerario sin riesgo,
o algin otro precio normalizado. En el modelo de Harrison-Kreps, ¢l descuento
temporal csta implicito en la normalizacion de un numerario expandido a todos los
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periodos; en contraste, el modelo de valoracion de Markov tiene descuento temporal
implicito en la probabilidad de supervivencia del proceso sub Markov de «deter-
minacién de precios». Esta genéralidad tienc un costo: debemos suponer que los
precios dados para las acciones y los pagos son independientes temporalmente, o
que solo son funciones del estado vigente, y no (ademas) de la trayectoria historica
de los estados. El que este costo sea importante o no depende de la dificultad de
redefinir los estados, con el fin de transformar una estructura temporalmente de-
pendiente en una independiente similar, lo cual es un procedimiento especifico '

4. Analisis transformado del caso estacionario

Supongamos que las matrices de precios implicitos {, K} para una economia libre
de arbitraje intertemporal y que presenta impaciencia estan generadas por una matriz
K constante de un periodo. Por lo tanto tenemos, para cualquier periodo 7y v = |

Y BB, v BB, (12)

Ahora emplearemos transformaciones-z para una solucion analitica conveniente
de (12). Para cualquier sucesion sub-geometrica (acotada) F = (F,, Fi....), sea Fla
transformaciéon-z de F, la cual definimos como

"

Fz)y = ) 2" F. 0

n=1

I/
[
A

Hay una correspondencia uno a uno entre las sucesiones /7y sus transtormacio-
nes-z F. Llamamos a F la transformacion inversa de F. (Se puedcn consultar tablas
estandar para los valores de la transformacion-z). Después de algunas manipulacio-
nes, la definicion de transformacion-z nos dice que la sucesion F, = K, on = 0. |,
2,..., tiene como transformacion-z £(z) = (/ — zK) '. Para una accidén que paga un
vector de dividendos constantes d = d, = (d,,d......d) tambicén queremos caleular la

n n 1
suma Z K"d, y podemos hacer uso de la transformacion-z ¢ de Giin) = \_ K,

m—1

Después de algunas sustituciones, obtenemos

mo&
a z
Gz) = == (—zK) '
Ejemplo 3. Supongamos que la estacionariedad se cumple de forma tal que

'" Como nota histérica, la nocion de que ¢l precio de una accion puede considerarse como sus pagos [uturos
esperados bajo ciertas probabilidades, se remonta a Arrow (1933).
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T2 146
Ky = K = [1/3 1/3}

Factorizando tenemos que

- zK)' = e 1 = 23 z/6
o (1 — z/6)1 — 22/3)][ z/3 ] o= 2/2]

Aplicando una expansion de fracciones parciales, obtendremos

I 2/3 1/3 R /3 — 1/3
= (1 — 2z/3) [2/3 1/3] * (1 — z/6) [ 2/3 2/3}

Sea f(z) = (I — zK) '. Observe que la inversa de la transformacion-z de
/(1 — az) es o, con lo cual (enemos la transformacion inversa

Fm = enr |35 1)+ wer |G A

Como pediamos, K* = F(n) para todo n > 1. Una cartera que paga a
9)" dentro de » periodos se vallia actualmente a

ey + aor |4

n—1
Sea G(n) = Z K. Entonces

m={

= (-3,

G(z) = (T—__;) I - zK) '=

- = [ I8 = ]/3] P - [2/3 I/3]
(@ — 20 — z/6) L— 2/3 2/3 (1 — 2 — 2z3)] L2/3 1/3
Nuevamente, utilizando la expansion de fracciones parciales

Bon w | B3 IS 13 - 131 L, [3 -3 7[23 13

A2 = iz 1-z6| |- 28 23 1—z 1-2/6 | |23 113

Utilizando la transformacion inversa y distribuyendo las constantes
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Gy = 1 — (1/6y [~_ i ig] + 1 - @y B }]

Supongamos que una cartera dada paga el vector de dividendos d = (3, 12)" en
el periodo n, tomando en cuenta el periodo actual. El valor de mercado de la cartera
con dividendo esta dado por

o = [ 28] + oo [ 53] - o [3

5. El caso estacionario de horizonte infinito

Consideremos de nuevo el caso estacionario K,,, = K para toda ¢, lo cual nos
da la relacion de determinacion de precios (12). Mas aun, ahora supondremos im-
paciencia estricta, en el sentido que (8) se cumple con desigualdad estricta. En con-
secuencia, la matriz de precios implicitos K puede escogerse de tal forma que sea
«estrictamente contractivay, lo cual quiere decir que todas sus filas suman estricta-
mente menos que uno. La impaciencia estricta también implica que K" — 0 cuando
m — oo. Ahora consideraremos una accion cuyos vectores de precios y dividendos,
py d, son independientes del tiempo. (Esto podria pensarse como una accion «per-
petua» que siempre paga el mismo dividendo, dado el estado; esta claro que dicho
dividendo podria ser dependiente del estado). Como (12) implica que

p=iK’”d+K"p

m=1

para todo n = 1, podemos dejar que » — o0, obteniendo

A
donde G = z K”. Por un calculo de series bien conocido sabemos que

m=1
G = (I — K) ' — I, donde I es la matriz identidad § x §. La impaciencia estricta
implica la convergencia de esta serie, lo cual provec una valoracion de todas las
acciones «perpetuas».

Ejemplo 4. Consideremos nuevamente del ejemplo 3

13 16
k= |13 1/3]
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Lo cual implica

o s s
&~ &y { [6/5 4/5]

Supongamos que una accion siempre paga un dividendo de 1 en el estado 1, y 2
en el estado 2, o d = (1, 2). Entonces

o CTws s s
p =10 =K /) d = [6{5 4/5] [2} = [14/5]

Si los precios de las acciones se calculan con el dividendo en vez de sin dividendo,
tenemos que p = (I — K)"'d. La matriz (I — K)™' es conocida como el operador
potencial correspondiente " al semigrupo {K™}.

Para el tipo de resultados explorados por Dybvig, Ingersoll y Ross (1985), en
donde ¢l proceso de valoracion de Markov debe satisfacer una condicion «combi-
nada», podriamos necesitar que los operadores de transicion de X fuesen estricta-
mente positivos. Una condicion suficiente de «arbitraje no estricto» se presenta en
el apéndice.

6. Un ejemplo

Considere una economia del siguiente tipo. El proceso de Markov, el cual estd
determinado exdgenamente, de § estados esta gobernado por una matriz de transi-
cion estacionaria [1. Existen J acciones definidas por las funciones de dividendos
d = (d,, d......d) en donde la accion j paga " d{s) = 0en el estado 7 si Y, estd en ¢l

J

estado s, para cualquier ¢. De esta forma el consumo agregado es C(s) = Z d{s) en
j=1

el estado s para cualquier periodo. Si restringimos al agente a vender en corto y a

una restriccion presupuestaria, este agente es libre de mantener acciones en canti-

dades arbitrarias con ¢l fin de maximizar la utilidad esperada del consumo. Supo-

niendo que este agente tiene una funcién de utilidad aditivamente separable, el pro-

blema de maximizacion es el siguiente:

Max E{}: o ule) Y}

=1
sujeto a las restricciones presupuestarias, de cartera y consumo, para todo &

¢, z20,b,, 20
C, o p‘ihn! g-. w'

t

W.=b'[p + dY))

" Véase Dulfic (1985) para mas resultudos que conectan la teoria potencial con la valoracion de activos.
" Los supuestos de dividendos ne negativos ¥ que la cartera de acciones sea no negativa pueden relajarse,
pero s conveniente mantenerlos por lo pronto.
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n
T

donde 0 < g < 1 es el factor de impaciencia temporal, 1 es una funcion diferenciable,
estrictamente creciente y concava, ¢, es el consumo corriente, »,,, es la cartera de
acciones vigente elegida en el periodo ¢ para realizar en el periedo ¢ + 1y p, ¢s el
vector de precios corriente de las acciones. Se puede demostrar facilmente que existe
un equilibrio para esta economia (de un solo agente) de la forma: ¢, = C(Y),
b, = (1, 1,...1), y para todo ¢,

p’ — l}r(C(Y{)) E{ z Qr u’((-'(y.'))d(})i)l Y{}

=1t 1
Asi, tenemos las siguientes matrices de precios implicitos
K, = AP 'o7 "4

donde A es la matriz diagonal § x S cuyo elemento s de la diagonal es «'(C(s)). Este
ejemplo arroja determinacion de precios estacionaria, como cn el ejemplo 3, si
K. = K = pAITA '. Sin embargo, observamos que. ¢n contraste con la version de
horizonte infinito de Lucas (1978), p, no cs una funcién constante de Y, sino que
depende de la cantidad de tiempo restante. Sin embargo, tenemos lo que Lucas ha
llamado la «ecuacion estocastica de Euler»:

p.= A '"olTAd + p.))

en donde p, y d son tratadas como matrices § X J de una forma obvia.
Con el fin de utilizar los métodos de transformacion-z a soluciones analiticas.,
definamos

WT — &) = Alp, — d) (14)
q = Ad

de tal forma que V(n) es el producto de la utilidad marginal y los precios (con di-
videndo) con n periodos por vencer. De esta forma tenemos

Vin + 1) = g + oflV(n), | < n < T (15)

Si hacemos que V' denote la transformacion-z de V., tomando la transforma-
cion-z en ambos lados de (14) obtenemos

| .
D) - no) = _a + el

1

y después de algunas manipulaciones obtenemos
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z

he il

(I = ezI)™'q + (I — pzI) 'V(0)

Tambien tenemos la condicion de acotamiento F(0) = ¢, ya que p, = 0. Esto
ocasiona que

o) = Gl
donde 6‘(:) =T i (I — pzIT)"'. Tomando la transformacion-z inversa tenemos
Vin) = G(n)q

en donde G es la transformacion inversa de G. Finalmente, de (14)
pp= AT — 1) —~d =[4A'G(T — 1 A - I|d (16)

Como un ejemplo numérico especifico ', supongamos que ¢ = .5y que Y es un
proceso de dos estados con matriz de transicion

12 12
= [2/5 )
De acuerdo a la factorizacion y descomposicion de fracciones parciales,

= _ 1 [28/9 10/19 - ’:—3/9 —-10/9
G(z) = R l: 8/9 30;’19} * 1 = g2 | —8/9 ~108 *

G I [ =100/171  100/171
1 — z/20 80/171 —80/171

Tomando la transformacion inversa

28/19 10/19} 5 1 [-8,’9 —10/9} %
2"

= [sm 30/19 ~8/9 —10/9 (7

" 1 [—100/171 100/171]

20" 80/171 —80/171

Supongamos que el consumo agregado es C(1) = 4 en el estado 1, C(2) = 9en
cl estado 2 y que u(c,) = (¢,)°. Entonces u'(¢) = .5(¢,) 'y

" Estos cileulos numéricos son de una aplicacion diferente hecha por Howard (1960), pags. 78-79.
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| 1/4 0 . _ |40
A “\[0 1/6]”" = [0 6]

Si hacemos que el dividendo de una accion sea, digamos, ¢, = (4, 3)', podemos
usar (16) muy facilmente para calcular una solucion analitica de p, para todas las
fechas ¢, esto es

B [132/19] P [—- 52/9] P b [—200;171} 4
= 138/19 2 —78/9 20 240/171 3
Podriamos eliminar el ultimo término para determinacion de precios con divi-
dendos, lo cual parece ser una convencion mas facil de manejar en este tipo de mo-
delos. Podemos observar que, cuando T — ¢ — oo, el limite P, — (56/19, 81/19)".
Este es, precisamente, el vector de precios prescrito en el modelo con horizonte in-
finito de Lucas. De esta forma, el modelo de Lucas escrito de forma matricial es

P = (4'GA — DD (18)

donde

e

Y, ¢m = - eoin!
1=0
es conocido como operador «resolvente» . Para el ejemplo numérico mencionado

¢ = [252h70 9onTi
e 72/171 270/171

7. FEl espacio de estados general

En algunos casos el espacio de estados no puede pensarse razonablemente como
finito. El espacio de estados podria incluir, por ejemplo, un continuo de tipos de
capital en la economia. En esta scccion extendemos nuestros resultados a un espacio
de estados general (£2, F, p), donde F es una o-algebra de subconjuntos de 2y p¢s
una medida o-finita en (2, F). Un ejemplo tipico seria tomar a R" como £2 (0 un
subconjunto medible de R") con el usual subconjunto (de Borel) /'y la medida comun
(de Lebesgue) . Esto permitiria manejar el caso de un vector de estados de dimension
n. Permitimos que el espacio de carteras L, en cualquier periodo ¢ sea un subespacio
(posiblemente de dimension infinita) de L = L* (£2, F, y), esto ¢s, del espacio de
funciones (clases de equivalencias) esencialmente acotadas y medibles de €2. De esta
forma, una cartera de pagos dada « en L,,, es considerada como una variable alea-
toria (acotada) que representa un pago de a(w) en el estado @ € €2 en ¢l periodo

15 Véase Duffie (1985) para una exposicion de las propiedades del operador «esolvents.
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¢ + 1. Suponemos que hay la disponibilidad de pedir prestado sin riesgo en la forma
de una cartera que tiene un pago | € L, para toda ¢, donde 1{w) = 1, para toda o
e €2 El precio de una accion a € L, en ¢l periodo ¢ se representa como Va, y
también cs una variable aleatoria en L*, cuyo valor [V,a](®) en el estado @ representa
¢l precio en el periodo ¢ en el estado @ de un derecho a un pago a en el periodo
t + 1. Por la definicion de formacion de cartera, L, , es un subespacio lineal de L*”.
Debido a la lincalidad de los precios de la cartera y del supuesto de ausencia de
arbitraje, ¥, es un operador lineal (de L,,, en L”). Adicionalmente, la ausencia de
arbitraje implica que V, sea un operador positivo, o V,x = 0 siempre y cuando
x = 0. el cual representamos por ¥V, = 0. (Recordemos nuestras convenciones sobre
desigualdades de matrices.) Mas formalmente, diremos que {V,, t = 0. 1,...} esta libre
de arbitraje si V, = 0 para toda 1.

La norma [la!! de una variable aleatoria @ en L™ se define como ¢l supremo
esencial de {la(w)|, @ e £2}. La norma de un operador lineal ¥ en un subespacio lineal
L de L7 se define como || V(| = sup {|Vali; ae L, |laj] < 1}. S1 ]|V < o0, decimos
que V es continua. El anidlogo en espacio de estados general a la condicion de im-
paciencia ¢n un espacio de estados finitos (8) es

IV, < 1, para toda t (19)

Nuestra nocion de matrices de precios implicitos K, , en el caso de espacios
de estados finitos se generaliza al concepto de un operador de precios implicito K, ,
L' — L', un operador lineal positivo que extiende V, a L*, lo que significa que
K, @ = Va para toda a en L, . De la férmula de valoracion de Markov, nos
gustaria que K,,, fuese una extension que preserve la norma, es decir,
LK, 0 = [V fl. La existencia de tal extension se establece en el siguiente resultado
de DulTie (1985).

ILEMA 3 (Extension de valuacion). Supongamos que L es un subespacio lineal de
Ly V: L — L* es un operador lineal continuo y positivo. Si 1 € L, entonces ¥
ticne una extension positiva y lineal que preserva la norma, K- L* — L”.

Un proceso de sub Markov X' = {X, X,,...} con espacio de estados (£2, F, y) esta
caracterizado por una coleccion de operadores lineales positivos {7, I7,,...} con
| 1|l < 1 para toda 1, con la propiedad:

UIAs) = E [AX. )X, = 4] (20)

para toda 1 y toda fen L”. Asi, dado el lema de extension previo, inmediatamente
recuperamos ¢l espacio de estados general analogo al tecorema de valoracion de Mar-
kov (2):

TEOREMA 3 (Valoracion de Markov en un espacio de estados general). Supon-
gamos que | ¥, V,....} esta libre de arbitraje y exhibe impaciencia (19). Entonces existe
un proceso de sub Markov X = {X,, X,...) tal que, para cualquier periodo 1y
T = 1, y cualquier accion j,

ps) = E1Y  dJX) + pdX)X, = 5] (21)

m=1+1
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Comentario. Como en el caso de espacios dc estado finitos, podemeos tomar X
como un proceso de Markov propio (en vez de un proceso sub) incorporando un
cementario de estados T y llevando a cabo unos cuantos tecnicismos tedricos de teoria
de la medida.

Prueba. De acuerdo a las condiciones impuestas sobre { ¥} y el lema 3, existe una
extension {17} de {V,} positiva y lineal que preserva la norma. Sea X un subproceso
de Markov con un operador de transicion de un paso {f1}. Entonces (21) sc obtienc
de (20).

La relacion (21) también se cumple para el caso de horizonte infinito.

Por la convergencia de la formula de determinacion de precios

E

p,’r("‘) = E [ z d_fm(Xm) I ‘X'l = ‘\‘]

m-1t1

no necesitamos una condicion adicional, por ejemplo impaciencia esiricta ||V || < €
< | para toda r. En el caso estacionario con impaciencia estricta, tenemos que
p = Gd, donde G es el operador exponencial asociado con una extension de
V = V, posiliva y lineal que preserva la norma, d € L™ es la funcion de dividendos
(del estado) pagados por la accidn en cada periodo, vy p es el precio de la accion, la
cual también es una funcion del estado. Un analisis mas extenso del caso con ho-
rizonte infinito estacionario se hace en Duffic (1985).

8. Conclusiones

Este trabajo adopta un punto de vista intertemporal sobre el arbitraje, lo cual
genera implicaciones mas alla de los resultados de representacion estindar. En par-
ticular, encontramos que en una economia con estado y periodos finttos el no ar-
bitraje como una condicion local (esto es, entre periodos de intercambio adyacentes)
implica la ausencia global de arbitraje. Mas ain, tal ausencia de arbitraje existe si y
solo si existe un conjunto de precios implicilos no negativos que presentan la pro-
piedad evolutiva. Una vez que la economia laumbién exhibe impaciencia, estas ma-
trices de precios implicitos representan un operador de transicion sub-Markov bajo
el cual los precios de las acciones son ¢l valor esperado de los pagos futuros. Cuando
agregamos un cementerio de estados al espacio de estados, obtenemos un proceso
de Markov. Es decir, una economia finita libre de arbitraje mtertemporal que exhibe
impaciencia es un proceso de Markov en donde los valores de todas las acciones cs
su pago futuro esperado. Introducimos la transformacién-z como un herramienta
Gtil para calcular la valoracion de las cantidades. También se presenta un gjemplo
de equilibrio en la linca de Lucas {1978). Finalmente, extendemos el andlisis a un
marco de horizonte infinito y espacios de estado generales.

Apéndice: Arbitraje no estricto

Forzando de alguna manera la definicion de no arbitraje, podriamos tomar las
matrices { K.} de tal forma que fueran estrictamente positivas mediante la siguiente
definicion:
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DEFINICION 1’ (No arbitraje estricto, intertemporal): Una economia finita esti
estrictamente libre de arbitraje intertemporal si, para cualquier cartera x € R’ satis-
faciendo, para algin r > 1,

D, x>0

D, x20

{P.+ Dix =20

se cumple con desigualdad estricta para alghn ucont + 1 <€ u < 1, se sigue que
Px > 0.

Restringido a marcos estaticos, la condicion de no arbitraje estricto es equivalente
a la condicion de «no free lunch» (no comida gratis) para economias finitas esta-
blecida por Kreps (1981). En el caso intertemporal la contrapartida de la ley del
precio unico es

DEFINICION 2’ (Ley del precio tinico estricta e intertemporal): Si existe un con-
Junto de matrices {, K.} de precios implicitos estrictamente positivas para las cuales

(R-1T) P, = Y KD, + KP,

m- 1t
y. ademas, las matrices K. poseen la propiedad evolutiva
K. = K. K. paratodotr €< v <1

entonces la economia satisface la ley del precio unico estrica e intertemporal,

El siguiente analogo al teorema | afirma la equivalencia entre las dos definiciones,
lo cual se demuestra con el lema de Stiemke, un lema cercano al lema de Farkas.
{(Se podria agregar impaciencia estricta para satisfacer la convergencia en el caso de
horizonte infinito.)

TEOREMA 4 (Sistemas evolutivos positives): Una economia finita esta estricta-
mente libre de arbitraje intertemporal si y solo si se satisface la ley del precio anico
estricta e intertemporal. Mas ain, existe un subproceso de Markov con operador de
transicion estrictamente positivo que satisface (10) bajo cualquiera de las condiciones
adicionales:

1) La economia tiene un activo sin riesgo y exhibe impaciencia (tasas de interés
no negativas); o
t) La economia exhibe impaciencia estricta ((8) con desigualdad estricta).

Prueba. Por el lema de Stiemke (véase, por ejemplo, Mangasarian (1969, pag.
34), si la economia esta libre de arbitraje intertemporal, las matrices de precios im-
plicitos {,K,.,} pueden elegirse de tal forma que sean estrictamente positivas. Esto
prueba la primera afirmacion. Para la segunda, supongamos i), es decir, que hay
activos sin riesgo ¢ impaciencia. Entonces ,K,,,1 < | de acuerdo a la prueba del
lema 2, y ya estd demostrado. Alternativamente, supongamos ii), entonces podemos
elegir matrices de precios implicitos {,K,,,} tales que
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K., 1 <€ | para toda ¢ (22)
Para una a € (0,1) lo suﬁg_ienté:mente pequeiia, tenemos que K., = K., + (1-
- @)K, ,, lo cual satisface ,K,,, < | para toda t. De esta forma, {,K, = K, ..., K|

son matrices satisfactorias de precios implicitos que claramente satisfacen la propiedad
evolutiva.

En simples y llanos términos econdmicos, la definicion 1 admite arbitraje en el
caso donde la definicion 1 no lo hace: Supongamos que una cartera se puede comprar
a cambio de nada y que atn asi da un pago positivo en algin periodo futuro, sin
embargo no es posible vender ninguna parte de este activo eontingente a un precio
diferente de cero. En este caso, el arbitraje debe reflejar la posibilidad de que la
economia pueda valorar el activo con un precio cero debido a gue el estado corres-
pondiente se juzga imposible o catastrofico. (Considere el valor de un activo que
paga 13 si el mundo es destruido por completo; jcomprar este activo a cambio de
nada es una oportunidad de arbitraje?) En el caso de no arbitraje estricto, el tedrico
podria estar preocupado por una seleccidén mas cuidadosa del espacio de estados
apropiado, en donde esto podria lograse con formas mucho mas simples de evalua-
cion consensual en el caso ordinario de no arbiiraje. En economias finitas parece
innecesaria la discusion tedrica de este punto. Sin embargo, se puede conjeturar que,
en analogia al tratamiento usual de los procesos estocdsticos ¢n tiempo continuo, ¢s
mucho mas conveniente utilizar en economias ¢n tiempo continuo operadores de
valoracion estrictamente positivos. Por esta razon, la definicion alternativa de ar-
bitraje presentada antes merece una consideracion seria.
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